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Théorème 1. Pour tout n ∈ N∗, il existe une in�nité de nombres premiers congrus à 1
modulo n, c'est à dire de la forme

p = 1 + λn, λ ∈ Z

Lemme 2. Soit a ∈ Z, et p un nombre premier tel que

- p divise Φn(a)

- p ne divise pas Φd(a) pour tout d diviseur propre de n.

Alors p est congru à 1 modulo n.

Démonstration. Comme p|Φn(a), p divise an− 1 car Φn|Xn− 1, donc an ≡ 1[p], donc l'ordre
de a dans F∗p divise n. Montrons que cet ordre est exactement n, si d < n est un diviseur de
n, alors

ad − 1 =
∏
d′|d

Φd′(a)

or p ne divise pas ce produit par hypothèse, donc a est bien d'ordre exactement n dans F∗p,
par le théorème de Lagrange, n divise p− 1 = |F∗q|, d'où le résultat.

Supposons par l'absurde qu'il n'existe qu'un nombre �ni p1, · · · , pn de nombres premiers
congrus à 1 modulo n, on souhaite appliquer notre lemme, mais pour parvenir à une franche
contradiction, on change n en N := np1 · · · pn (si p ≡ 1[N ] et p 6= {p1, · · · , pn}, on aura bien
p ≡ 1[n]) on recherche donc a et p tels que p|ΦN(a) et p - Φd(a) pour d diviseur strict de N .
Posons

B(X) :=
∏
d|N
d<N

Φd(X)

on recherche donc p divisant ΦN(a) et B(a). Les polynômes ΦN et B sont premiers entre eux
dans C[X] (ils sont scindés et n'ont aucune racines distinctes) ils sont dont aussi premiers
entre eux dans Q[X] (l'algo d'Euclide tournera de la même manière), donc par le théorème
de Bézout, il existe U et V dans (Q[X])2 tels que

ΦNU +BV = 1

On choisit alors a ∈ N tel que U ′ = aU ∈ Z[X] et V ′ = aV ∈ Z[X] (en prenant pour a comme
N ! fois le ppcm des dénominateurs des coe�cients de V et U). Comme ΦN /∈ {−1, 0, 1}, on
peut même choisir a tel que ΦN(a) /∈ {−1, 0, 1}. On a en particulier

a = U ′(a)ΦN(a) + V ′(a)B(a)

Par hypothèse, ΦN(a) admet des facteurs premiers > 2, montrons que si p premier divise
ΦN(a), alors p > N , en e�et dans le cas contraire, p divise N ! et a, donc p divise ΦN(a) −
ΦN(0), comme p divise ΦN(a), on en déduit que p divise ΦN(0) = ±1, ce qui est absurde.
On peut donc prendre p premier divisant a et di�érent de tous les pi, on a aN ≡ 1[p], donc

a ∈
(Z/pZ)×, donc a ∧ p = 1. Si p|B(a), alors a = ΦN(a)U ′(a) + V ′(a)B(a) = 0[p], ce qui

est contradictoire, donc p - B(a) ce qui clos la démonstration.
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